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1. Введение

Задача о движении твердого тела с неподвижной точкой под действием
внешних сил является обобщением классической задачи о движении тяжело-
го твердого тела с неподвижной точкой. Один из случаев интегрируемости
этой задачи был открытЖ.-Л. Лагранжем [1]. В дальнейшем было опублико-
вано множество работ, посвященных изучению динамики волчка Лагранжа.
Регулярные прецессии были впервые рассмотрены в [2, 3], а их устойчивость
исследуется в работах [2, 4, 5].

Модель взаимодействия свободномолекулярного потока частиц с твердым
телом была предложена в работах А.А. Карымова [6, 7] и В.В. Белецкого [8, 9],
в которых рассматривалась динамика спутников, движущихся в верхних
слоях атмосферы или под действием солнечной радиации. Задача о движении
твердого тела с неподвижной точкой под действием набегающего свободномо-
лекулярного потока частиц впервые была рассмотрена в работе А.А. Бурова
и А.В. Карапетяна [10]. В ней получены уравнения движения, а также най-
ден интегрируемый случай, аналогичный случаю Лагранжа в классической
задаче о движении тяжелого твердого тела с неподвижной точкой. Вопрос
устойчивости стационарных движений тела под воздействием солнечной ра-
диации был рассмотрен, например, в работе В.В. Сидоренко [11].

1 Исследование выполнено за счет проекта Российского научного фонда № 24-11-20009.
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В данной работе исследуются регулярные прецессии динамически симмет-
ричного тела, ограниченного поверхностью эллипсоида вращения. С помо-
щью теории Рауса исследования устойчивости стационарных движений си-
стем с известными первыми интегралами получены условия устойчивости
регулярных прецессий тела с неподвижной точкой, находящегося в потоке
частиц.

2. Постановка задачи

Рассмотрим движение твердого тела с неподвижной точкой O в свободном
молекулярном потоке частиц постоянной плотности ρ (см. рис. 1). Частицы
потока движутся с постоянной абсолютной скоростью

−v = v0γ,

где γ – единичный вектор, неподвижный в абсолютном пространстве и на-
правленный вдоль набегающего потока. Частицы движутся поступательно,
тепловым движением пренебрегаем. В качестве модели взаимодействия ча-
стиц с телом выбрана следующая – частица совершает абсолютно неупругий
удар с телом, передавая ему всю энергию и не отражаясь. Также будем рас-
сматривать достаточно медленные вращения тела, т.е. произведение харак-
терной угловой скорости на характерное расстояние от неподвижной точки
до поверхности тела значительно меньше скорости набегающего потока v0.
Используя метод, предложенный в работах В.В. Белецкого [8, 9], можно за-
писать систему уравнений движения тела [10, 19–21]:

J0ω̇ + [ω × J0ω] = −ρv20S (γ) [γ × c (γ)] ,

γ̇ + [ω × γ] = 0,
(1)

где J0 = diag (A1, A2, A3) – тензор инерции тела относительно неподвижной
точки O, записанный в системе координат Oxyz, связанной с телом, с началом
в неподвижной точке и осями, направленными вдоль главных осей инерции
тела. Обозначим орты этой системы координат ex, ey, ez. Запишем вектор аб-
солютной угловой скорости тела в тех же координатах ω = ω1ex+ω2ey+ω3ez.
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Рис. 1. Твердое тело с неподвижной точкой в потоке частиц.
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Выражение S (γ) представляет собой площадь фигуры S0 – ортогональной
проекции поверхности тела на плоскость Π, перпендикулярную направлению
набегающего потока частиц γ. Можно сказать, что S0 представляет собой
“тень”, которую отбрасывает тело в потоке частиц на плоскость, перпенди-
кулярную потоку. Вектор c (γ) – это вектор, проведенный из проекции непо-
движной точки O′ (см. рис. 1) в центроид “тени”, т.е. в центр масс однородной
пластины, имеющей форму фигуры S0.

3. Регулярные прецессии тела

Рассмотрим динамически симметричное тело (A1 = A2) с неподвижной
точкой, лежащей на оси динамической симметрии. Предположим, что те-
ло ограничено поверхностью эллипсоида вращения с полуосями a1 = a2 = a,
a3 = b, ось симметрии которого совпадает с осью динамической симметрии
тела. В таком случае уравнения движения тела (1) допускают один квадра-
тичный и два линейных по обобщенным скоростям первых интеграла [19–22]:

U0 =
A1

2

(
ω2
1 + ω2

2

)
+
A3

2
ω2
3 − f

γ3∫
0

S (γ3) c3 (γ3) dγ3 = k0 = const,(2)

U1 = A1 (ω1γ1 + ω2γ2) +A3ω3γ3 = k1 = const,(3)
U2 = ω3 = k2 = const,(4)

где f = ρv20. В этом случае для изучения стационарных движений системы
можно воспользоваться теорией Рауса для голономных систем с известными
первыми интегралами [12–15, 18]. Эффективный потенциал в случае, когда
тело ограничено поверхностью вытянутого эллипсоида вращения, в явном
виде записывается следующим образом:

W (θ) =
(k1 −A3k2 cos θ)

2

2A1 sin
2 θ

− fπa2bl

2
cos θ

√
sin2 θ

a2
+

cos2 θ

b2
−

− fπbl

2

√
1

a2
− 1

b2

arctg

⎛⎜⎜⎝
√

1

a2
− 1

b2
cos θ√

sin2 θ

a2
+

cos2 θ

b2

⎞⎟⎟⎠ .

(5)

Здесь l – расстояние от неподвижной точки до центра эллипсоида враще-
ния, ограничивающего твердое тело, а θ – угол между осью динамической
симметрии тела и направлением потока частиц, отсчитываемый так, что при
θ = 0 тело ориентировано по потоку частиц. При любых значениях постоян-
ных первых интегралов система уравнений (1) допускает двухпараметриче-
ское семейство частных решений следующего вида:

ω1 = ωγ1, ω2 = ωγ2, ω3 = ω cos θ +Ω,

γ21 + γ22 = 1− γ23 = sin2 θ, γ3 = cos θ,
(6)
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где ω и Ω – постоянные, связанные с постоянными k1 и k2 первых интегра-
лов (3) и (4) соотношениями

ω =
k1 −A3k2 cos θ

A1 sin
2 θ

, Ω =

(
A1 sin

2 θ +A3 cos
2 θ
)
k2 − k1 cos θ

A1 sin
2 θ

,

а постоянный угол θ определяется из условия существования регулярных
прецессий

dW (θ)

dθ
= 0,

которое в явном виде записывается следующим образом:

(k1 −A3k2 cos θ) (A3k2 − k1 cos θ)

2A1 sin
3 θ

+ fπa2bl sin θ

√
sin2 θ

a2
+

cos2 θ

b2
= 0.(7)

Запишем уравнение (7) в безразмерной форме. Для этого введем безраз-
мерные постоянные интегралов

p1 =
k1√

A3fπa2l
, p2 = k2

√
A3

fπa2l
(8)

и безразмерные параметры

y =
A1

A3
∈
[
1

2
, +∞

)
, z =

b2

a2
> 1.

Тогда условие существования регулярных прецессий (7) в безразмерной
форме переписывается следующим образом:

(p1 − p2 cos θ) (p2 − p1 cos θ)

y sin3 θ
+ sin θ

√
z sin2 θ + cos2 θ = 0,

или, домножая на −y sin3 θ,

a11p
2
1 + 2a12p1p2 + a22p

2
2 + a1 = 0,(9)

a11 = cos θ, a12 = −1 + cos2 θ

2
, a22 = cos θ,

a1 = −y sin4 θ
√
z sin2 θ + cos2 θ.

Легко видеть, что при каждом фиксированном значении θ уравнение (9)
задает некоторую кривую второго порядка. Приведем эту кривую к канони-
ческому виду. Для этого введем новые переменные x1 и y1 по формулам:

x1 = p1 − p2, y1 = p1 + p2.(10)
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Для того, чтобы понять физический смысл безразмерных постоянных ин-
тегралов x1 и y1, вспомним определение постоянных k1 и k2 (см. форму-
лы (3), (4)). Для динамически симметричного тела можно записать

k1 = A1 (ω1γ1 + ω2γ2) +A3ω3γ3 = (JOω, γ) , k2 = ω3 =
(JOω, ez)

A3
.

Подставляя данные выражения в (8), получим следующее:

p1 =
1√

A3fπa2l
(J0ω, γ), p2 =

1√
A3fπa2l

(J0ω, ez).

По формуле (10) получается, что x1 – это, с точностью до постоянного
множителя, проекция кинетического момента тела на вектор γ − ez:

x1 = p1 − p2 =
1√

A3fπa2l
(J0ω, (γ − ez)).

А y1 – проекция кинетического момента тела на вектор γ + ez

y1 = p1 + p2 =
1√

A3fπa2l
(J0ω, (γ + ez)).

Векторы γ − ez и γ + ez перпендикулярны друг другу

((γ − ez) , (γ + ez)) = γ2 − e2z = 0.

Третий ортогональный вектор перпендикулярен γ и ez, следовательно,
проходит вдоль линии узлов

[(γ − ez)× (γ + ez)] = 2 [γ × ez] .

Таким образом, γ−ez и γ+ez – ортогональные векторы в плоскости, пер-
пендикулярной линии узлов, а x1 и y1, с точностью до постоянного множи-
теля, представляют собой проекции кинетического момента на эти векторы.

Запишем уравнение (9) в координатах x1, y1

1

4
(1 + cos θ)2 x21 −

1

4
(1− cos θ)2 y21 + a1 = 0.(11)

Полученное уравнение с точностью до постоянного множителя представ-
ляет собой канонический вид кривой второго порядка. Определим вид этой
кривой. При θ �= πn свободный член a1 < 0, а коэффициенты в квадратичной
части отличны от нуля. Это означает (см., например, [16, 17]), что в каж-
дом сечении плоскостями θ �= πn поверхности, задаваемой уравнением (11),
имеем гиперболу. При θ = πn свободный член, а также один из коэффици-
ентов в квадратичной части будут равны нулю. Таким образом, в сечении
плоскостями θ = πn поверхность (11) представляет собой одну прямую вида

p1 = (−1)n p2.
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Эти прямые соответствуют однопараметрическим решениям системы
уравнений движения, которые отвечают перманентным вращениям тела во-
круг оси динамической симметрии, совпадающей с направлением потока ча-
стиц, омывающего тело с неподвижной точкой (см. [22]).

Условие устойчивости стационарных движений (6) в случае, когда тело с
неподвижной точкой, находящееся в потоке частиц, ограничено поверхностью
вытянутого эллипсоида вращения, имеет вид

d2W (θ)

dθ2
� 0

или, в явном виде(
1 + 2 cos2 θ

)
y sin4 θ

p21 −
(
5 + cos2 θ

)
cos θ

y sin4 θ
p1p2 +

(
1 + 2 cos2 θ

)
y sin4 θ

p22 +

+

(
2z sin2 θ + 2cos2 θ − 1

)
cos θ√

z sin2 θ + cos2 θ
� 0.

После домножения на положительный множитель y sin4 θ, данное неравен-
ство примет вид

b11p
2
1 + 2b12p1p2 + b22p

2
2 + b1 � 0,(12)

b11 = 1 + 2 cos2 θ, b12 = −
(
5 + cos2 θ

)
cos θ

2
, b22 = 1 + 2 cos2 θ,

b1 =
y
(
2z sin2 θ + 2cos2 θ − 1

)
sin4 θ cos θ√

z sin2 θ + cos2 θ
.

Запишем неравенство (12) в переменных x1, y1:

1

4
(1 + cos θ)2 (2 + cos θ)x21 +

1

4
(1− cos θ)2 (2− cos θ) y21 + b1 � 0.(13)

При каждом фиксированном θ границей области устойчивости (т.е. кри-
вой, которой соответствует знак равенства в неравенстве (13)) также будет
некоторая кривая второго порядка. Вид этой кривой зависит от знака свобод-
ного члена b1. При b1 < 0 граница области устойчивости представляет собой
эллипс с центром в точке x1 = 0, y1 = 0. На плоскости безразмерных пара-
метров x1, y1 при каждом фиксированном θ вне соответствующего эллипса
будет область устойчивости регулярных прецессий (6), а внутри – область
неустойчивости. При b1 > 0 граница области устойчивости вырождается в
мнимый эллипс, а при b1 = 0 граница представляет из себя прямую. Можно
заметить, что при b1 � 0 неравенство (13) выполняется для любых значений
x1, y1, следовательно регулярные прецессии будут устойчивыми.

Рассматривая одновременно условие существования (11) и условие устой-
чивости (13) стационарных движений тела с неподвижной точкой в потоке
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Рис. 2. Вид гиперболы и эллипса при y = 5
6 , z = 8, θ = 2π
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Рис. 3. Вид гиперболы и эллипса при y = 5
6 , z = 8, θ = 3π
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Рис. 4. Вид гиперболы и эллипса при y = 5
6 , z = 8, θ = 5π

6 .

частиц, можно сделать вывод об устойчивости таких движений. Именно, если
при некотором фиксированном θ гипербола (11) и эллипс (13) не пересека-
ются, то стационарное движение (6), соответствующее данному θ, является
устойчивым (рис. 2–4).

Исследуем вопрос устойчивости регулярных прецессий более подробно. Из
условия существования (11) стационарных движений выразим величину y21 :

y21 =
(1 + cos θ)2

(1− cos θ)2
x21 +

4a1

(1− cos θ)2
.(14)

Так как y21 � 0, то из (14) получим ограничение на x1:

x21 �
4y sin4 θ

(1 + cos θ)2

√
z sin2 θ + cos2 θ = (x1)

2
∗.(15)

Подставим полученное выражение (14) для y21 в условие устойчивости (13).
Получим неравенство

(1 + cos θ)2 x21 + (2− cos θ) a1 + b1 � 0.(16)

Левая часть неравенства представляет собой параболу, ветви которой на-
правлены вверх. Обозначим через x10 абсциссу точки пересечения параболы
с положительной полуосью Ox1. Найдем это значение

x210 = −(2− cos θ)a1 + b1

(1 + cos θ)2
.
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Рис. 5. Взаимное расположение x210 и (x1)
2∗ при y = 5

6 , z = 8.

После подстановки значений a1 и b1 запишем выражение x210 в явном виде:

x210 =
y sin4 θ

√
z sin2 θ + cos2 θ

(1 + cos θ)2

(
2− 3 cos θ +

cos θ

z sin2 θ + cos2 θ

)
.(17)

При x21 � x210 условие устойчивости (16) будет выполняться. Таким обра-
зом, регулярные прецессии существуют при выполнении условия (15), и яв-
ляются устойчивыми, если выполняется условие (16). Отсюда можно сделать
следующие выводы (рис. 5):

1. При x210 < (x1)
2∗ регулярные прецессии устойчивы при любых допусти-

мых значениях x1, y1 (а соответственно при любых p1, p2).
2. При x210 > (x1)

2∗ регулярные прецессии устойчивы только при x21 > x210.

3.1. Случай z > 1

Рассмотрим сначала случай вытянутого эллипсоида вращения (z > 1).
Найдем условия, при которых x210 > (x1)

2∗. Получим

3 (1− z) cos3 θ + 2 (1− z) cos2 θ + (3z − 1) cos θ + 2z < 0.
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Раскладывая на множители левую часть, получим следующее неравен-
ство:

3 (z − 1) (cos θ + 1)

(
cos θ − 1

6
− 1

6

√
25z − 1

z − 1

)
×

×
(
cos θ − 1

6
+

1

6

√
25z − 1

z − 1

)
> 0.

(18)

Первые три множителя в левой части неравенства (18) положительные.
Можно показать, что при z > 1 верно неравенство

1

6
+

1

6

√
25z − 1

z − 1
> 1.

Таким образом, множитель

cos θ − 1

6
− 1

6

√
25z − 1

z − 1

в неравенстве (18) всегда отрицателен. Следовательно, неравенство (18) рав-
носильно неравенству

cos θ − 1

6
+

1

6

√
25z − 1

z − 1
< 0.(19)

Рассмотрим данное неравенство. Функция

1

6
− 1

6

√
25z − 1

z − 1

монотонно возрастает при z > 1. При этом она принимает значение −1 при
z = 2, и дальше асимптотически стремится к значению −2

3 . Таким образом,
при 1 < z � 2 получаем

cos θ − 1

6
+

1

6

√
25z − 1

z − 1
� 0,

а значит, неравенство (19) не выполняется. Отсюда делаем вывод, что при
1 < z � 2 регулярные прецессии устойчивы при любом значении θ и любых
допустимых значениях параметров x1 и y1 (и соответственно при любых до-
пустимых значениях постоянных интегралов p1, p2).

На рис. 6 при y = 2, z = 12
11 представлена бифуркационная диаграмма

Пуанкаре–Четаева на уровне y1 = 0. На этом графике прямая θ = π соответ-
ствует перманентным вращениям тела вокруг оси динамической симметрии.
Видно, как от этой прямой ответвляются устойчивые регулярные прецессии
тела. Кроме того, на плоскости безразмерных параметров x1 и y1 при фикси-
рованных значениях θ были построены графики соответствующих гиперболы
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Рис. 6. Сечение поверхности (11) плоскостью y1 = 0 при y = 2, z = 12
11 .
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Рис. 7. Взаимное расположение гиперболы и эллипса при y = 2, z = 12
11 , θ =

5π
6 .
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Рис. 8. Сечение поверхности (11) плоскостью y1 = 0 при y = 2, z = 5
2 .

и эллипса, задаваемых соотношениями (11) и (13) (см. рис. 7). Видно, что в
рассматриваемом случае они не пересекаются.

Введем новое обозначение θ2:

θ2 = arccos

(
1

6
− 1

6

√
25z − 1

z − 1

)
.(20)

Можно сделать вывод, что при z > 2 неравенство (19) выполняется при
cos θ < cos θ2 и не выполняется при cos θ � cos θ2.

На рис. 8 при y = 2, z = 5
2 представлена бифуркационная диаграмма

Пуанкаре–Четаева на уровне y1 = 0. Видно, что регулярные прецессии те-
ла, ответвляющиеся от перманентных вращений, являются неустойчивыми
вблизи значения θ = π, а затем, проходя через точку перегиба, становятся
устойчивыми. Точка перегиба соответствует значению θ = θ2, где θ2 опреде-
ляется формулой (20).

Кроме того, на рис. 9 на плоскости безразмерных параметров x1 и y1 пред-
ставлены графики гиперболы и эллипса при значении θ = θ2, определяемом
формулой (20). Видно, что при этом значении они касаются, но не пересе-
каются.

Объединяя полученные выводы, можно заключить: исходное неравен-
ство (18) выполняется при z > 2 и cos θ < cos θ2. И не выполняется при
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Рис. 9. Взаимное расположение гиперболы и эллипса при y = 2, z = 5
2 , θ = θ2

всех других значениях переменных. Таким образом, регулярные прецессии
устойчивы при любых значениях x1, y1 (а соответственно и при любых зна-
чениях постоянных первых интегралов p1, p2), если 1 < z � 2 или z > 2 и
cos θ > cos θ2. Если же z > 2 и cos θ < cos θ2, то регулярные прецессии устой-
чивы только при x21 > x210.

3.2. Случай z < 1

Теперь исследуем устойчивость регулярных прецессий сжатого эллипсои-
да вращения (z < 1). Все найденные ранее выражения для x210 и (x1)

2∗ будут
иметь тот же вид и для сжатого эллипсоида (15), (17). Условия, при кото-
рых x210 > (x1)

2∗, будут аналогичны (18). Упростив их, получим следующее
неравенство:(

cos θ − 1

6
− 1

6

√
1− 25z

1− z

)(
cos θ − 1

6
+

1

6

√
1− 25z

1− z

)
< 0.(21)

Легко видеть, что при z ∈ [
1
25 , 1

)
неравенство (21) не выполняется. Таким

образом, можем сделать вывод, что при z ∈ [
1
25 , 1

)
значение x210 � (x1)

2∗,
а значит регулярные прецессии будут устойчивыми при любых значениях
параметров x1, y1.
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3.3. Случай z < 1
25

Рассмотрим наконец случай z < 1
25 . Неравенство (21) будет выполняться

при следующих значениях θ:

θ ∈
(
arccos

(
1

6
+

1

6

√
1− 25z

1− z

)
, arccos

(
1

6
− 1

6

√
1− 25z

1− z

))
.(22)

Введем новое обозначение θ1

θ1 = arccos

(
1

6
+

1

6

√
1− 25z

1− z

)
.

Получается, что при θ ∈ (0, θ1) ∪ (θ2, π) неравенство (21) не будет выпол-
няться, следовательно, регулярные прецессии будут устойчивыми при любых
значениях параметров x1, y1. В случае же, если θ ∈ (θ1, θ2), то регулярные
прецессии будут устойчивы только при x21 > x210.

На рис. 10 при y = 101
200 , z = 1

100 представлена бифуркационная диаграмма
Пуанкаре–Четаева на уровне y1 = 0. Видно, что регулярные прецессии тела,
ответвляющиеся от перманентных вращений, являются устойчивыми вбли-
зи значения θ = π, и устойчивость сохраняется при уменьшении угла до θ2.

4

3

2

1

0,5 1 1,5 2 2,5

θ

x1

3

Рис. 10. Сечение поверхности (11) плоскостью y1 = 0 при y = 101
200 , z =

1
100 .
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Рис. 11. Вид гиперболы и эллипса при y = 101
200 , z =

1
100 ,

θ = arccos
(

1
6 + 1

6

√
1−25z
1−z

)
.

Далее, при значениях θ ∈ (θ1, θ2), регулярные прецессии становятся неустой-
чивыми, и при θ < θ1 снова становятся устойчивыми.

На рис. 11–12 на плоскости безразмерных параметров x1 и y1 представлены
графики гиперболы и эллипса при значениях

z =
1

100
, θ = arccos

(
1

6
+

1

6

√
1− 25z

1− z

)
и θ = arccos

(
1

6
− 1

6

√
1− 25z

1− z

)
.

Видно, что при этих значениях угла θ гиперболы и эллипс касаются, но
не пересекаются.

Итак, окончательно можно сделать вывод, что все регулярные прецес-
сии (6) динамически симметричного твердого тела с неподвижной точкой,
ограниченного поверхностью эллипсоида вращения, находящегося в потоке
частиц, будут устойчивы независимо от величин параметров x1, y1 (а соот-
ветственно и независимо от значений постоянных первых интегралов p1 и p2),
если отношение квадратов полуосей эллипсоида лежит в промежутке

1

25
� z � 2.
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Рис. 12. Вид гиперболы и эллипса при y = 101
200 , z =

1
100 ,

θ = arccos
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)
.

При z > 2 регулярные прецессии тела будут устойчивы независимо от зна-
чений параметров x1 и y1 если θ лежит в промежутке

θ ∈
[
0, arccos

(
1

6
− 1

6

√
25z − 1

z − 1

))
.

При значениях θ, принадлежащих промежутку

θ ∈
[
arccos

(
1

6
− 1

6

√
25z − 1

z − 1

)
, π

)

регулярные прецессии устойчивы, если справедливо неравенство

x21 >
y sin4 θ

√
z sin2 θ + cos2 θ

(1 + cos θ)2

(
2− 3 cos θ +

cos θ

z sin2 θ + cos2 θ

)
.

При

0 < z <
1

25
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регулярные прецессии тела будут устойчивы независимо от значений пара-
метров x1 и y1, если θ принадлежит объединению интервалов

θ ∈
(
0, arccos

(
1

6
+

1

6

√
1− 25z

1− z

))⋃(
arccos

(
1

6
− 1

6

√
1− 25z

1− z

)
, π

)
.

При значениях θ, принадлежащих отрезку

θ ∈
[
arccos

(
1

6
+

1

6

√
1− 25z

1− z

)
, arccos

(
1

6
− 1

6

√
1− 25z

1− z

)]

регулярные прецессии будут устойчивы, если выполняется условие

x21 >
y sin4 θ

√
z sin2 θ + cos2 θ

(1 + cos θ)2

(
2− 3 cos θ +

cos θ

z sin2 θ + cos2 θ

)
.

Таковы основные выводы об устойчивости регулярных прецессий динами-
чески симметричного тела с неподвижной точкой, ограниченного поверхно-
стью эллипсоида вращения, в потоке частиц.
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